Déduction naturelle

En logique mathématique, 1 déduction naturelle st un systéme formel ol les régles de déduction des démonstrations sont proches des facons naturelles de raisonner. Clest une
&tape importante de Iistoire de 13 théorie de |2 démonstration pour plusieurs raisons

« confrairement aux systémes 4 la Hilbert fondés sur des listes d'axiomes logiques plus ou moins ad hoc, |a déduction naturelle repose sur un principe systématique de symétrie
pour chagque connecteur, on donne une paire de régles duales (introduction/élimination) :

» elle a conduit Gentzen a inventer un autre formalisme trés important en théorie de la démonstration, encore plus « symétrique » - le calcul des séquents ;
» elle a permis dans les années 1960 d'identifier [a premiere instance  de lsomorphisme de Curry-Howard.

La terminologie « déduction naturelle » a été sugoérée, par Gentzen | eu égard a 'aspect peu intuitif des systémes a la Hilbert



La déduction naturelle, dans sa forme actuelle, est un systéme formel proposé par Gerhard Gentzen en 1934,

De nombreux logiciens, 8 commencer par Gottlob Frege et David Hilbert mais également Bertrand Russell et Alfred North Whitehead avec leurs Principia Mathematica, ont
développé Ia logique sous une forme axiomatique inspirée par la méthode euclidienne - les lois logiques sont déduites a partir d'axiomes en utilisant essentiellement la régle de
modus ponens. Cette méthode simple a révélé des difficultés liées au fait que les raisonnements sous hypothéses, pratique pourtant courante en mathématiques, ne sont pas
directement représentables .

Gerhard Gentzen est le premier a avoir développé des formalismes qui en abandonnant partiellement la méthode euclidienne, redonnent a Ia logique le caractére d'un cheminement
naturel, c'est-a-dire se rapprochant mieux de la pratique mathématique. La principale idee de Gentzen &tait simple : remplacer les axiomes logiques nécessaires mais peu naturels
des systémes a la Hilbert par des regles de déduction comme l'infroduction de fa fléche qui code formellement le fait de « poser une hypothése » dans le cours d'un raisonnement.
Ce faisant Gentzen a developpé pour la premiére fois une présentation trés symétrique de Ia logique dans laquelle chague connecteur est défini par une paire de régles duales : les
introductions et les éliminations. |l a également développé un formalisme o les déductions ne sont pas des suites de phrases mais des arbres (ou plus précisément des graphes
orientes acycliques). Cette méthode, trés suggestive pour lintuition, a conduit Gentzen a faire de belles decouvertes mais elle nuit a lidée originale qui était de reproduire les
formes naturelles de raisonnement. Fitch a modifié la méthode de Gentzen en introduisant une notation fondée sur lndentation pour représenter astucieusement la structure
arborescente des déductions. Cette representation a la fois formelle et plus naturelle n'est toutefois pas la mieux adaptée pour obtenir les résultats principaux de la déduction
naturelle comme Ia normalisation.

Dans les années 1960, Dag Prawitz a poursuivi I'étude de |a déduction naturelle ety a démontré un théoreme d'élimination des coupures .



Notion de regle

La déduction naturelle est fondée sur des régles d'inférence qui permettent de deduire des theorémes a partir d'autres. Par exemple la régle suivante, le modus ponens mais que
l'on appelle élimination de la fléche dans ce contexte -
p p—q
q

permet de deduire g a partir d'une demonstration de p et d'une demonstration de p — ¢. Les formules au-dessus de la barre s'appellent les prémisses et la formule sous la barre
s'appelle la conciusion. Dans I'exemple, p et p — g sont les premisses et ¢ est Ia conclusion.



Notion d'arbre de preuve

Une démonstration en déduction naturelle est un arbre de preuve. Voici un arbre de preuve déduisant l'énoncé je sol est glissant des trois hypothéses - (1) if pleut, (2) sl pleut alors
le sol est mouillé et (3) si le sol est mouillé alors le sol est glissant -

il pleut il pleut —+ sol mouillé

sol mouillé — sol glissant
sol mouillé

sol glissant

La régle d'élimination de Ia fiéche y est appliquée deux fois.



Notion d'hypothése

La déduction naturelle fait des raisonnements sous des hypothéses. Une démonstration de g sous 'hypothése p a la forme :
p

q

ol les points de suspension verticaux représentent un arbre de preuve de conclusion g et dont certaines feuilles comportent 'hypothese p.



Notion d'hypothése déchargee

Il existe aussi des regles ol une hypothése est déchargée, c'est-a-dire que I'hypothése n'est plus supposee a partir de 'application de la regle. Par exemple, a partir d'une
demonstration de g sous I'hypothése p , on peut construire une démonstration de limplication p — ¢. On note
q
p—q
et les crochets dans [p] signifient que I'ypothese p est déchargee. Cette regle appelée infroduction de /'implication est une infernalisation du theoreme de déduction des systémes a
la Hilbert.



Notion de régle d'introduction et de régle d'élimination

Larégle P A d se lit - de |a prémisse p et la prémisse g, on conclut la formule p A g (p et g). C'est une régle dlintroduction (ici Ia regle d'introduction du « et ») car le connecteur
pig
« et » apparait dans la conclusion.

A
Larégle PR selit: de la prémisse p A g, on conclut [a formule p. C'est une regle d'glimination (ici la régle d'elimination du « et ») car le connecteur « et » est &liminé et n'est plus
p

dans la conclusion.



Différentes présentations des régles et des démonstrations
Il existe plusieurs |:nrésentr51ti-:nn5-Jr des regles et des demonstrations en déduction naturelle.

« La présentation historique « & Ia Prawitz » en arbre de preuve ol les hypothéses sont aux feuilles ; c'est celle qui est utilisée dans cet article.

[p A g » A
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ghp

phg—qhp
» Une presentation ou les jugements sont des séquents de la forme I' - ¢ ol I' contient les hypothéses aclives et  est la formule démontrée. Cette présentation bien que moins

intuitive est techniquement la plus adaptee a démontrer les proprietés de la déduction naturelle.

(—+1)

—(AE) —(AE)
phagtq phgkp

phaFghp
OFpirg—qghp
» La preésentation « a la Fitch » ol une démonstration o0 chaque ligne contient un jugement numerotés. On indente le texte a chaque fois que l'on charge une hypothese.
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dghp
Sphg—qip
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. Pour toute formule ¢ € I : ) [introduction d’hypothése]
L' :

LUF{(F—LM”T [—-introduction]
r =

I (g = E-'Jm . i A S0 LA
Cjvyp Ty
I~ (pAY)

[A-introduction]

; —ttﬁl [A-élimination-1]

[A-élimination-2]

; _FE;TT [v-introduction-1]

":J:TT [v-introduction-2]

Ch(pvey) TU{plpbvy TU{Y}ipvg
I'~75
i {“"ﬂ'l_.} I!’:’ ii;ﬂ’n‘ =4 [--introduction| (Si  infére une absurdité, on en déduit -~ ; en fait, le
choix de la formule ¢ importe peu.)
Ch ()
'~y

[V-élimination|

[--élimination] (Une absurdité suffit pour déduire n'importe quelle formule.)

12. Pay =3 [tiers exclus]



Exemples

« Voici une démonstration en déduction naturelle de laformule p Ag —qAp:

[p Al DA
("E)
q

(~E)

(A}
qghp

phg—qhp
L'hypothese p 4 g est déchargee par la regle — I

(1)

« Voici une démonstration en déduction naturelle de la formule ((p — 1) — ) —p -
(p—=L)=4]  p—= 1
1 -
p
(p—L)—=L)—=p
L'hypothése p — L est déchargée par la régle de raisonnement par 'absurde (RAA). L'hypothése (p —» L) —+ L est déchargée par Ia régle d'introduction (—).

E)

(RAA)

(—=1)



Notons HHibert Jo prédicat d'inférence issu du calcul de Hilbert et notons Fdeduction Jo nradicat
d’inférence défini par I Fdeduetion i i ot seulement si (I' pv ) est un théoréme de la déduction
naturelle. Il est alors légitime de se demander si ces deux inférences définissent le méme prédicat sur
P(For(P)) x For(P), et donc la méme logique générale. La réponse est oui :

Théoréme : Le symbole d'inférence défimi par la déduction naturelle coincide avec le prédicat
d'inférence du calcul propositionnel.

La preuve est laissée en exercice : pour prouver que les deux prédicats FHibert ot pdeduction gont aoany,
il sutfit, par un argument simple d’'induction sur la longueur des preuves, de prouver :
— que pour toute régle £1 w 2u du caleul de Hilbert, la formule ({e1:--+, ¥t b ¥)estun
théoréme du calcul de la déduction naturelle.
— et que pour toute régle DY o) I'|w tP Lo b~ g de la déduction naturelle, si'on a I; |-Hilbert
gipouri=1.nalorsonal | Hilbert

Il résulte donc du théoréme précédent que la déduction naturelle définit un prédicat d'inférence
correct et complet pour la logique des propositions.



En fait, hormis son mtérét historique, la version de Hilbert ne reste d'actualité que parce qu'elle
écourte un peu les preuves mathématiques de correction et complétude: les mférences formelles du
calcul sont par contre considérablement plus faciles & mener avec la déduction naturelle. |

[l existe ainsi plusieurs caleuls formels qui peuvent étre utilisés pour mécaniser le méme prédicat
d'inférence de la logique des propositions. Ce calcul des séquents présente la particulanté d'étre
bien adapté pour automatiser (au moins partiellement) les preuves.



Regles de remplacement

En logique, une regle de remplacement est une régle d'inférence appliquée a une portion d'une
expression. Un systéme logique peut étre construit a I'aide d'axiomes, de regles d'inférences(parfois,
les deux ) en utilisant des formules logiques. On distingue une régle d'inférence d'une régle de
remplacement en ce que la premiéere s'applique sur toute une formule logique, tandis que la seconde
ne s'applique que sur une portion de celle-ci. Les régles de remplacement sont utilisées en calcul des
propositions pour manipuler des énonceés.

On compte, parmi les regles de remplacement, les lois de De Morgan, la commutativité,
I'associativité, la distributivité, la double négation, la transposition, les lois de l'implication matérielle,
les tautologies, etc.



Calcul des sequents

La notion de séquents
Le calcul des séquents prévéligie la notion de régles d’inférences et réduit le nombre d’axiomes
logiques a4 son minimum.

Ce systéme de preuve manipule des phrases que 'on appelle communément des séguents.

Définition : Un séquent sur une signature X est un couple (I', A) ot I' et A sont des ensembles
de E-formules finis et non vides. On le note I' |~ A.
Dans la suite, On notera simplement “I", " pour “T" J{¢}".

Remarque : La sémantique d'un séquent est analogue 4 une clause. La différence est que les
formules de I' et de A sont totalement arbitraires.
Le séquent “i,,..., W, .., r " est alors interprété comme la formule :
1 n 1 m

";l:'-!]."ll."'--""ll."":rﬂ"ﬂ;‘h ﬁ‘]_.l'"'l.....l""-,'i':[..!:ln

Le séquent I', o, A, A | T”, o, A’ est done toujours vrai.



Axiomes et régles

De la méme facon que pour la méthode de Frege-Hilbert, nous entendons par axiome toute formule
dont la valeur de vérité est vraie (plus communément appelée une tautologie). De part la remarque
ci-dessus, nous appellerons alors aziome tous les séquents de la forme : p p~ ¢ ol  est une E-formule
quelconque.



Les régles de déduction

Ces régles se partagent en trois ensembles distinets. Le premier ensemble contient toutes les régles
dites structurelles. Elles caractérisent la propriété pour I et A dans un séquent “T" |~ A", d'étre des
ensembles. L'ensemble des régles structurelles contient en plus, une régle trés importante pour cette
méthode de preuve : la eoupure. Intuitivement. nous pouvons la considérer comme une généralisation
de la régle du modus ponens de la méthode de Frege-Hilbert.

Le second ensemble contient toutes les régles logiques qui restranscrive syntaxiquement les proprié-
tés sémantiques lides aux connecteurs propositionnels. Enfin, le dernier ensemble contient les régles
logiques attachées aux quantificateurs.

Le deux premiers ensembles définissent le caleul des séquents pour la logique propositionnelle. Avec
les régles associées aux quantificateurs, on obtient le calcul des séquents pour la logique des prédicats

du ler ordre.

Définition : Soit ¥ une signature dont V est 'ensemble des variables. Soient I', A, A et II

quatre ensembles de X-formules. Soient ¢ et ¢ deux X-formules. Soient r et y deux variables de
V. Soient t, t et t; des termes de Tx()/). On considére 'ensemble des régles d'inférence suivant :



Reégles structurelles

Affaiblissement :

gauche i il
A

Diminution :

galuche ==

Echange :

gauche

Coupure :

F'Ayp p, AR

droite T' v Al v A, ¢

' A,

droite

)

droite

B
Sl

TTT

I
I

T AP AT



Régles propositionnelles

Lo A
T Y

FopA TpkA
ToveRA v H

' A
el




(Ces régles sont appelées infroduction quand elles sont utilisées de haut en bas, et élimination
quand elles sont utilisées de bas en haut.

Pour prouver un théoréme avec le calcul des séquents, on conserve la représentation en arbre de
preuve. Ceci vient du fait méme de la définition du calcul des séquents qui cherche A montrer que la
formule a proubver ne contient comme sous-formule (& transformation prés) que des tautologies, et
donc comme sous-formules de hases des axiomes de la forme : ¢ v .



Une démonstration de LK est un arbre de séquents construit au moyen des régles ci-dessus de facon que chaque
séquent soit conclusion d'exactement une regle ; la démonstration est terminée si l'on arrive a ce que toutes les feuilles
de I'arbre soient des regles axiome. Le séquent racine de l'arbre est la conclusion de la démonstration. Voici un
exemple de démonstration du principe de contraposition de I'implication ; pour simplifier on a omis les utilisations de
regles d'échange et représenté en gras les (occurrences de) formules dans les séquents prémisses sur lesquelles porte
chaque regle :

— 4 ——— ar
AFA S LB .
aff-droite : .

1-AD i B aff-gauche
—=gatiche i

_IA_,-L B ﬂ. ,,-L B _IB_ ﬂ. _"lf'i'i'f.;"ll-!ll!'

—sagatiche
-B—--4 A+ B o
B - A-ASB —r-f-rmn.
—-droite

~ (-8 — -4) = (A — B)



Exercice

(A— A) identité
Av -4 tiers exclu
A— -4 double négation
-4 —+ A double negation classigue
(A—-B) - A) - A loi de Peirce
—{A A —A) non contradiction

—(A A B) +> (A vV —B)

(A WV B) ++ (-4 A -B)

lois de De Morgan

{A J-.B:I }{—IB }—u"-].}

contraposition

(A— B)rnA)— B

modus ponens (propositionnel)

((A— B)A-B) A

modus tollens (propositionnel)

(A= B)A(B—=C)) =+ (A—=C)

modus barbara (propositionnel)

(A—+B) = ((B—>C)—(A—0C))

modus barbara (implicatif)

(AA(BVC)) + ((AAB)v(AANC))

(AvV(BAC)) + ((AvB)A(AvC))

distributivité




Réflexion

e Générateur de formules valides.
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