
  

Démonstrations par la méthode 
des tableaux



  

Nous avons jusque-là uniquement évoqué des systèmes 
de déduction valides et complets, parfois sans fournir aucune 
preuve de nos théorèmes. Nous allons étudier plus 
complètement la méthode des tableaux. Nous avons choisi 
de développer cette méthode, car elle est très algorithmique 
et basée sur la notion d’arbre, ce qui appuiera notre 
argumentaire récurrent sur le fait que la notion d’arbre est 
partout en informatique.
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Premier exemple

Est-ce que l’énoncé
(X ) Y ) ) ((X ) ¬Y ) ) ¬X )
est valide?
C’est-à-dire vrai pour toutes a↵ectations à X et Y



Exemple valide - 0

1� F (X ) Y ) ) ((X ) ¬Y ) ) ¬X )

Préliminaire
Ajouter le signe F à l’énoncé



Exemple valide - 1

F1� F (X ) Y ) ) ((X ) ¬Y ) ) ¬X )
2� TX ) Y
3� F (X ) ¬Y ) ) ¬X

Règle
F (A ) B) ` TA ^ FB



Exemple valide - 2

p
1� F (X ) Y ) ) ((X ) ¬Y ) ) ¬X )

2� TX ) Y
F3� F (X ) ¬Y ) ) ¬X
4� TX ) ¬Y
5� F¬X

Règle
F (A ) B) ` TA ^ FB



Exemple valide - 3

p
1� F (X ) Y ) ) ((X ) ¬Y ) ) ¬X )

2� TX ) Yp
3� F (X ) ¬Y ) ) ¬X

4� TX ) ¬Y
F5� F¬X
6� TX

Règle
F¬A ` TA



Exemple valide - 4

p
1� F (X ) Y ) ) ((X ) ¬Y ) ) ¬X )

F2� TX ) Yp
3� F (X ) ¬Y ) ) ¬X

4� TX ) ¬Yp
5� F¬X

6� TX

◆
◆
◆

S
S
S

7� FX 8� TY

Règle
T (A ) B) ` FA _ TB



Exemple valide - 5

p
1� F (X ) Y ) ) ((X ) ¬Y ) ) ¬X )p
2� TX ) Yp
3� F (X ) ¬Y ) ) ¬X

4� TX ) ¬Yp
5� F¬X

6� TX

◆
◆
◆

S
S
S

⇤7� FX 8� TY

Fermeture de branche



Exemple valide - 6

p
1� F (X ) Y ) ) ((X ) ¬Y ) ) ¬X )p
2� TX ) Yp
3� F (X ) ¬Y ) ) ¬X

F4� TX ) ¬Yp
5� F¬X

6� TX

◆
◆
◆

S
S
S

⇤7� FX 8� TY

◆
◆
◆

S
S
S

9� FX 10� T¬Y

Règle
T (A ) B) ` FA _ TB



Exemple valide - 7

p
1� F (X ) Y ) ) ((X ) ¬Y ) ) ¬X )p
2� TX ) Yp
3� F (X ) ¬Y ) ) ¬Xp
4� TX ) ¬Yp
5� F¬X

6� TX

◆
◆
◆

S
S
S

⇤7� FX 8� TY

◆
◆
◆

S
S
S

⇤9� FX 10� T¬Y

Fermeture de branche



Exemple valide - 8

p
1� F (X ) Y ) ) ((X ) ¬Y ) ) ¬X )p
2� TX ) Yp
3� F (X ) ¬Y ) ) ¬Xp
4� TX ) ¬Yp
5� F¬X

6� TX

◆
◆
◆

S
S
S

⇤7� FX 8� TY

◆
◆
◆

S
S
S

⇤9� FX F10� T¬Y
11� FY

Règle
T¬A ` FA



Exemple valide - 9

p
1� F (X ) Y ) ) ((X ) ¬Y ) ) ¬X )p
2� TX ) Yp
3� F (X ) ¬Y ) ) ¬Xp
4� TX ) ¬Yp
5� F¬X

6� TX

◆
◆
◆

S
S
S

⇤7� FX 8� TY

◆
◆
◆

S
S
S

⇤9� FX
p
10� T¬Y

⇤11� FY

Fermeture de branche



Exemple valide - 10

p
1� F (X ) Y ) ) ((X ) ¬Y ) ) ¬X )p
2� TX ) Yp
3� F (X ) ¬Y ) ) ¬Xp
4� TX ) ¬Yp
5� F¬X

6� TX

◆
◆
◆

S
S
S

⇤7� FX 8� TY

◆
◆
◆

S
S
S

⇤9� FX
p
10� T¬Y

⇤11� FY
Toutes les branches sont fermées
) La négation est impossible
) L’énoncé est valide



Deuxième exemple

Est-ce que l’énoncé
(X ) Y ) ) ((¬X ) ¬Y ) ) Y )
est valide?
C’est-à-dire vrai pour toutes a↵ectations à X et Y



Exemple non-valide
1� F (X ) Y ) ) ((¬X ) ¬Y ) ) Y )
2� TX ) Y
3� F (¬X ) ¬Y ) ) Y
4� T¬X ) ¬Y
5� FY

◆
◆
◆

S
S
S

6� FX ⇤7� TY

◆
◆
◆

S
S
S

8� F¬X 9� T¬Y
⇤10� TX F11� FY

Résultat :
1 ` 2, 3; 3 ` 4, 5; 2 ` 6, 7; ferme7; 4 ` 8, 9; 8 ` 10; ferme10; 9 ` 11
Une branche n’est pas fermée
) On a un contre-exemple X = F ,Y = F
) L’énoncé n’est pas valide
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