Méethodes directes de resolution de systemes
linéaires



Resolution theorique des systemes

liInéaires

On souhaite déterminer si un systeme linéaire de n équations a p
iInconnues admet des solutions :

b
ba

1,151 + 1,282 + - - + G1,0,Tn
g,1X1 + doofs + -~ + 2, n,ly

an, 121 +ﬂn,2$2+---+ﬂﬂ,ﬂ.’cf; bn

On note r le rang de la matrice associée au systéme. C'est encore
I'ordre maximum d'un déterminant non nul extrait de A. Quitte a
changer l'ordre des équations et des inconnues, on peut supposer
gue le déterminant non nul est donné par les r premieres lignes et les
r premieres colonnes de la matrice. On note

411 41z ...

D= 2.1

- aﬂ,fl



e ce determinant, appele determinant principal du systeme. Les
inconnues x1,....xr sont dites principales, comme les r
premieres équations, alors que les autres eéquations et
iInconnues sont dites auxiliaires. Les determinants
caracteristiques du systeme sont alors

a1 G2 ... G by

az.1

'a'r,l = ar,r br




* ou $r<s. Si un seul des déterminants caractéristiques est non
nul, le systeme n'a pas de solutions. Sinon, il y a une solution
unique si r=p, ou des solutions parametrees par p-r variables
sinon. On réesume dans le tableau suivant, ce qui donne le
theoreme de Rouché-Fontené :

r=p r<p

"=

Ihdétermination

Solution unique d'ordre p-r

déterminants
caractéristiques
tous nuls

r<r

un déterminant
caractéristique Impossible
hon nul




Formules de Cramer

 Les determinants permettent de résoudre les systemes
linéaires. On suppose donné le systeme de n équations a
n inconnues suivant :

b
b2

1,171 + G1,282 + -~ + 01 ,nln
@211 + Go,0@e + -+ + (2 nly

an1%1 + apofo +--- +aﬂ,ﬂ.’rn. bn

 Ce systeme admet une unigue solution si, et seulement si,
le déterminant D du systeme est non nul, ou D est donné
par :

411 d1,z .-

- 'a'n,ﬂ



* On peut alors déterminer la valeur des inconnues xi par les formules
suivantes, appelées formules de Cramer :

a1 --- 01,41 -51 1441 --- Qip

azi ... dz4-1 ba dzi41  --- dagp

p,aa .- Oni—1 by Oni+1  --- Onn
r = D

« Ces formules ne sont cependant jamais utilisées en pratique car elles
conduisent a des calculs beaucoup plus longs que la méthode du
pivot de Gauss.

e La résolution des systemes linéaires par les determinants a été
entrevue par Leibniz au début du XVIllé siécle. C'est Gabriel Cramer
qui a formalisé la régle précédente dans son ouvrage Introduction a
I'analyse des lignes des courbes algébriques, publié en 1750.



Systemes triangulaires

Supposons que nous voulons résoudre

ou U est une matrice triangulaire supérieure n x n inversible. On a alors, n équations sous la forme :

111 =+ Wiola =+ - 4 Uiply, = bl
Uz + -+ + UopZn = bo
UnnZn = by

( La matrice U est inversible si et seulement =i les éléments de la diagonale sont non nuls.)



La n®™¢ équation dépend uniquement de |'inconnu z,,, on a

Upply = by, sOit £, = i-
n

La (n—1)*™ équatien

Un—1,n—18n—1 + Un_1,n%n = bp1

dépend uniquement de z, et z, 1, or, z, est connu, d'ou

Tn1 = ——(bn_1 = Un_1,n%n)-

n—1ln—1

Pour k>0, z; est déterminé de la méme maniére que les inconnus

En,fp—1y-" "3 L1

par

1

Ty = a(bk = Up ki Tl = Up hp2Thyn = = Uppln)-



Pour tout k=1,---,n, le caleul de z; nécessite une division, n — k additions et n — k multiplications. D'ou, le nombre

nécessaire d'opérations élémentaires pour résoudre par la méthode de remontée un systéme triangulaire est :
n divisions
Tn— 2 sy
m=1)+(n—-2)+---+2+1 =201 % additions
(n=1)+(n—2) +---+2+1 = 2081 & 2 myltiplications

Dane le cas d'un systéme linéaire triangulaire inférieure

Lz =),

on utilise les mémes techniques de la méthode de remontée, au lieu de commencer par |'inconnu z,, et on monte a z;, on

commence par r; puis on descend & z,. On appelle cette procédure la méthode de descente.

Exercice d'application

Mentrer en utilisant la méthede de rementée que |'inverse d'une matrice triangulaire T = (i;;) inversible est une matrice

triangulaire de méme nature. De plus, les éléments de la diagonale de la matrice inverse sont les inverses des éléments de la
diagonale de la matrice 7. (Indication : la jieme colonne de la matrice 7' est égale a la solution du systéme triangulaire
Tz =e; avee ¢; est le jieme vecteur de la base canenique.)



Methode du pivot de Gauss

La méthode du pivot de Gauss est une méthode pour
transformer un systeme en un autre systeme
équivalent (ayant les mémes solutions) qui est
triangulaire et est donc facile a réesoudre. Les
opérations autorisées pour transformer ce systeme
sont :

échange de deux lignes.
multiplication d'une ligne par un nombre non nul.

addition d'un multiple d'une ligne a une autre ligne.



Prenons I'exemple suivant :

[ r+2y+2: = 2 L
r+dy—2: = -1 [-
Jr +5y+8: = 8 L

On conserve la ligne L1, qui sert de pivot pour
éliminer l'inconnue x des autres lignes; pour

cela, on retire L1 a L2, et 3 fois L1 a L3. On

obtient : (242 +2: = 2 L

y—4z = -3 La
_2: — _l Jr_-;-: i— L"-: + ..L-_.l



On conserve alors la ligne L2 qui sert de pivot
pour éliminer y de la troisieme ligne; pour cela,
on remplace la ligne L3 par L3+L2. On trouve :

( r+2y+2z: = 2 L
y—4z = -3 L
_2: — _l .L;-: — .-Ir_-;#I + L-_.l

Ce dernier systeme, triangulaire, est facile a
resoudre : la derniere ligne donne z, en
reportant, la deuxieme ligne donne vy, etc...



Decomposition LU

Si A est une matrice carrée de taille n, on appelle décomposition LU de A toute
écriture de A sous la forme A=LU, ou L est une matrice triangulaire inférieure
avec des 1 sur la diagonale et U est une matrice triangulaire supérieure. On a
les propriétés suivantes :

« SiAadmet une décomposition LU, alors celle-ci est unique.

A admet une décomposition LU si, et seulement si, ses mineurs principaux
sont non nuls (rappelons que le mineur principal d'ordre k de A désigne le
determinant de la matrice obtenue a partir de A en extrayant les k premiéres
lignes et colonnes).

« SiA est simplement supposée inversible, alors A peut s'écrire A=PLU, ou P
est une matrice de permutation.

Obtenir une décomposition LU d'une matrice A est important lorsqu'on souhaite
résoudre plusieurs fois a la suite des systémes linéaires du type Y=AX. Il suffit
alors en effet de résoudre deux systémes triangulaires.

L signifie "Lower", et U signifie Upper.
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