Methodes itératives de resolution de systemes
linéaires



Méthode de Jacobi

La méthode de Jacobi est une méthode itérative pour résoudre les systemes linéaires Az = b, ot A
est une matrice carree dordre n et x, b sont des vecteurs de IR"™. Elle consiste en la manipulation
suivante : on decompose A comme A =0 — E — F, o D est une matrice diagonale, —E' est une
matrice triangulaire inférieure, et —F' est une matrice triangulaire superieure.
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On peut alors transformer le systeme en
Ar=b <= Dr—(E+Flr=b = r=D'(E+F)x + D 'b.
On definit ensuite une suite de vecteurs [:c'i“) par la formule
o= DTHE+ F)a*+ D7

et on espere que la suite [J:k) converge vers une solution de Az = b. Sous de bonnes hypothéses
concernant la matrice 4, c'est effectivement le cas.

Théoréme : Si A est une matrice a diagonale dominante, alors la suite {;Ek} converge vers lunique
solution de Az = b.

Un raffinement de la methode de Jacobi est la methode de Gauss-Seidel.



Algorithme de Jacobi

i

)

i donne

(k)
ko) b= it

(L4



Méthode de Gauss-Seidel

La methode de Gauss-Seidel est une methode pour resoudre les systemes lingaires Ax=b, ou A est une

matrice nxn et x,b sont des vecteurs de R, Elle consiste en la manipulation suivante : on decompose A
comme A=D-E-F, ou D est une matrice diagonale, -E est une matrice triangulaire inferieure, et -F est une
matrice triangulaire superieure.




On peut alors transformer le systeme en
Ar=b = (D—Ejx—Fr=bh = r=(D—-LE) "Fao+ (D—-E) b

On definit ensuite une suite de vecteurs {xk} par la formule
o= (D— B R (D - B

et on espere que la suite (x¥) converge vers une solution de Ax=b. Sous de bonnes hypotheses concernant
la matrice A, c'est effectivement le cas.

Théoréme : Si A est une matrice symetrique definie positive, alors la suite (xK) CONVErge vers
l'unique solution de Ax=b.

Cette methode appelle plusieurs commentaires. Le premier est gqu'on peut se demander pourguoi on a
besoin d'une methode qui donne une solution approchee a une equation, alors qu'on dispose d'un

algorithme (le pivot de Gauss) qui donne en un temps raisonnable (de lordre de n® opérations) une
solution exacte. Il se trouve que le pivot de Gauss est numeriguement instable. Les erreurs de calcul de
l'ordinateur s'accumulent et font que la solution que l'on calcule est parfois tres eloigneée de la solution
exacte. La convergence de la methode de Gauss-Seidel est fondee sur le theoreme du point fixe, et
cette methode a moins ce defaut.



Ensuite, il faut verifier que la suite {xl"‘} est facilement calculable. Mais comme (D-E) est une matrice
triangulaire inferieure, elle n'est pas du tout difficile a inverser, et on a la formule suivante pour calculer
k+1 .
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Cette formule montre que la methode de Gauss-Seidel est une amelioration de la methode de Jacobi.
Dans la methode de Jacobi, la relation de recurrence est :

¢kl —1 _ -k _ ok
T = fyq |: (1],2:F g 11,7, +f;1]
k+1 —1
rs Tt = agg( —agirh — ... —ag,rt  +h)
4
pktl o — gl —ﬂ.n_l;r:i‘ —ﬂ,n_g;!.‘g —... +by,)

1

L'avantage de la methode de Gauss-Seidel est que, pour calculer xik”

, on utilise les valeurs deja

calculees de xjk+1, pour j<i, au lieu de xjk comme dans la methode de Jacobi.

La methode de Gauss-Seidel est un cas particulier des methodes de relaxation.



Méthode de relaxation

La methode de relaxation est une methode iterative (utilisant des suites) pour résoudre les systemes

lineaires Ax=b, ou A est une matrice n=n et x,b sont des vecteurs de R". Elle consiste en la
manipulation suivante : on decompose A comme A=D-E-F, ou D est une matrice diagonale, -E est une
matrice triangulaire inferieure, et -F est une matrice triangulaire superieure:
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Soit aussi w un nombre reel non nul, appele parametre de la methode de relaxation. La methode de
relaxation consiste a ecrire le systeme sous la forme

1 w—1 1 1 —¢
Ar=bh = (_—D — ﬁ-’) :r+(LD — f') r=bh +— (_—D — L'-') r = (—MD +f') r+h

Lt Lt Lt Lt

puis a définir une suite de vecteurs (x¥) par la formule
1 1 —w .
(—D — E) 1 = (—D + 1*) "+ b
On espere alors que la suite (x¥) converge vers une solution de Ax=b. Sous de bonnes hypotheses
concernant la matrice A et le reel w, c'est effectivement le cas. Par exemple, si A est tridiagonale et

définie positive, et si ) < w < 2, alors la suite (x¥) converge effectivement vers l'unigue solution de
Ax=b.

Lorsque . — 1, on retrouve la methode de Gauss-Seidel.
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